CAVITE SPHERIQUE DANS UN MASSIF INFINI
ELASTOVISCOPLASTIQUE
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Géométrie et matériau considéré
Une cavité sphérigue de rayar(définie en coordonnées sphérique
r,8,¢, parr € [a,+]) est creusée instantanément
(p(t) =P pourt < 0 etp(t) = 0 pourt > 0 out est le temps) dans un
massif infini initialement sous contraintes homogénes et isotrope
o(r,t =0) = —Pl ouP est la pression a I'infini (Figure ci-dessus). L¢
matériau est un matériau viscoplastique de Bingham tel que :
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e°= Z[(1+Vv)S—vtrace§)l] avec S=g—(-Pl)
;p_38<J-0y>
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avec s=S— -tracdS)l et J=((3/2)s;:s))Y?
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E est le module d'Youngy le coefficient de Poissormy la limite

délasticit¢ etC = oy/2 la cohésion;n designe le module de
viscosité. On appelle constante de temps du matériau la quantité
o = E/2(1-v)n . On suppose dans la suite que la pressig
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géostatiqué® est telle que® > 20,/3.

1. Mise en équations

1.1. Inconnues principales : Compte tenu de la symétrie du
probléme on utilise les coordonnées sphériqués ¢). Par ailleurs,
le changement de variabge= (r/a)® s’avére utile :

r=ap?® avec pell +o] 1)

La paroi de la cavité correspondpoa= 1. L'unique composante non
nulle du vecteur déplacement est= u(p,t) fonction de la variable
d’espacep et du temps réd. Les déformations totales non nulles
sont la déformation circonférentielig = £y = u/r et la déformation
radialeg; = u, ; d’ou:

U=reg (2)

et commt—:rg =3 2 :
’ o pap '
& = 3pegp + €o (3
En ce qui concerne les contraintes (radiale) et gg = 0Oy
(orthoradiales) I'état de référence (paut 0) est caractérisé par :
O'r(pat) = Gg(p,t) =-—P.
Les variations des contraintes sot = o, +PetS =o0g+P, d'ou :
Og=S—P 5)
L'équation d’équilibre, oy +2(0, — 0g)/r = 0 devient alors :
0g = (1/2)rS;; +S ou encore :

S=(3/2)pSp+S (6)



Par ailleurs : tracgP) = 0 eteP(p,0) = 0, donc : trac&P) =0, et :
el +2e§ =0, soit:

eh = —¢€P/2 ()
Il nous reste donc en tout trois inconnues principales qui &Qre
eteP. Les relations?) a (7) permettent de déterminer aisément toute
les autres inconnues.
1.2. Loi de comportement: La décomposition des déformations
totales en partie élastique et partie non élastique s’écrit :

& =[(1+V)S —V(S +2%)]/E+&f
g0 =[(1+V)S— V(S +2%)]/E +&

On peut aussi, et c’est plus avantageux, combiner ces deux équatjions

pour en déduire deux relations dont 'une utilise la trace et I'autre
déviateur (en utilisant tra¢eP) = 0) :

& +26=(1-2v)(S +2%)/E
& —€o = (1+V)(S —S)/E+€P —¢f
En remplacant,, & et sg par leurs expressions,(6 et7) :
3pepp+3e9 = (1—-2v)(3pS, +3S)/E
3pegp = —3[(1+V)/2|pSp/E+ (3/2)¢f.
La premiére relation devient :
[pee —p(1—-2v)S/E],p=0

Donc[peg — (1—2v)S /E] est une fonction du tempsseul que I'on
choisit sous la forme :

—[(1+V)/(2E) +(1—2v)/EJA(t)

dou :

g9 = [(1-2v)/E]S —[(1+V)/(2E) + (1—2v)/EJA{t)/p

le

En particulier :
g0+ [(1+V)/(2E)]S = [(1+V)/(2E) + (1 - 29)/E(S —A/p)

Ainsi, les deux derniéres relations deviennent, en pogaat2/(1+
v)
(L module de cisaillement) :

g0 = —S/(4) + (3/2)[(1—v) /E][S —At)/p) (8)

S —A{)/plp = (2/3)anef/p 9)

1.3. Loi d’évolution : le critéere est (o) = |or — 0g| — Oy OU encore
F =|S — S| — oy. Nous verrons que la solution est telle gie> S.
Pour le moment, il s'agit d’une hypothese :

Sp <0 avérifiera posteriori (20)
Alors . F =S — & — 0y, soit :
F = —(3/2)pS,p — 0y (11)
Par ailleurs S = (2/3)(S —S) et:J=S — . D'ou:
g =<F>/n (12)



1. Réponse instantanémrsque les contraintes subissent un saut (c’es

le cas ici a linstant t= 0), il s’ensuit une discontinuité dans
le temps (saut) pour les déformations totales. En revanche,

déformations viscoplastiques demeurent nulles car leur vitesse
finie (loi d’évolution). La réponse instantanée du massif est do
élastique. La déterminer, et en déduire gu'instantanément=£ad}

il apparait une zone plastique (dans laquelle la vitesBest non

nulle), d’épaisseur finie iy est strictement positive, et s’étendant a

tout le massif lorsque la cohésion est nulty & 0).
Le plus gros du travail est fait. En effet lorsque la réponse ¢

élastique ¢ = 0), la relation 9) devient :
S —-A0)/p=B(t)

La constante d'intégration est nulle c&(+0,0) = 0. Il vient
successivementS (p,0) = A(0)/p, puis :S(1,0) =P, d’ou :

A(0)=P et S(p,0)=P/p

Linégalité (10) est bien vérifiée S, = —P/p? (dérivée partielle

négative), et F = (3/2)P/p —oy.

2.1. Cas ouoy > 0 : On pose yo = P/(20y/3) > 1

—Pourp > yp on aF < 0donc, d’aprési(?) : &’ = 0 (zone élastique).
— Pourp < yp on a :&f = (3/2)P/p — oy > 0. Le rayon de la zone
viscoplastique a I'instant 0 est don€g = ay(l)/s,

d’ol :Co = a[P/(20y/3)]Y/3.

2.2. Cas ouoy =0 : F = (3/2)P/p est partout positif, donc tout le
massif rentre instantanément en viscoplasticife ¥ 0).

. Evolution dans le casy = 0
Montrer que les contraintes demeurent constantes en tout point

es
est

st

du

massif (fluage) et que les déformations évoluent linéairement ave

cle

temps.

Remarque

a. Méme dans un liquides( = 0) on peut faire un trou.

b. Aussi bien le caractére fluage que I'évolution linéaire sont
particuliers a ce matériau. Si on prenait par exemple le modéle
de Norton (en élevant J — oy > a une puissance reelle) on aurait
un phénomeéne non linéaire et complexe dans lequel les contraintes
aussi varient dans le temps.

Les équationsi(l) et (12) deviennent respectivement :
F=(-3/2)pSp =0

e = (—3/2)pSp/n
Quant a 9), elle donne, apres dérivation par rapport au temps :

[S —A®t)/plp = —0Sp

Donc : S +aS —A(t)/p = D(t). La constante d'intégratiod est
r_1u||e car Io_rsquep tend vers l'infini, on a& =0et§ =0. D'ou :
S +aS =A(t)/p. Pourp=1,0naS =PetS =0, si bien que :

A(t) = aP = A(t) = Pat +A(0)
CommeA(0) = P (paragraphe 2), on obtieA{t) = P(1+at), et :
S+a($—P/p) =0 avecS(p,0) =P/p
D’ou I'expression de&5, constante dans le temps :
S(pt)=P/p
On trouve donc S —A/p = —(P/p)at, et, d'apres¥) :

g9 = —[1/4u+(3/2)[(1—v)/Elat](P/p)



Le fluage est linéaire : la variation relative du rayon de la cavité

€o(1,t) est négative et son intensité augmente linéairement ayec
le temps conduisant & une fermeture totale au bout d’'un temps
fini. ATTENTION : Il convient de ne garder de ce résultat que
le caractére qualitatif (dans un “liquide visqueux” un trou évolue
inexorablement vers la fermeture). En revanche I'aspect quantitatif
est une extrapolation dangereuse, car le calcul n’est valable qu'en
petite déformation. L'analyse quantitative de la fermeture réelle dg la
cavité ne peut se faire que dans le cadre des transformations finigs.

. Réponse asymptotique dans le ogs> 0
L’étude de I'évolution dans la situatiom, > O conduit a une

équation différentielle dans le temps dont la solution fait interveni
I'exponentielle intégrale (primitive dexp(x)/x). C'est pourquoi ici,
on se contentera de déterminer la réponse du matériau lorsque t
tend vers l'infini (état asymptotique) en montrant qu'il se détermine
en résolvant un probleme d'élastoplasticité relatif au matériau de
von Mises parfait et standard associé a la limite d’élasticige
On en déduit donc que dans un matériau élastoviscoplastique [on
peut toujours faire un trou. Cependant, dans le cas ou la cohésion est
nulle, le trou finit par se fermer, alors que, dans le cas d’'un matériau
cohérent, la fermeture du trou (convergence) finit par se stabiliser
avec une valeur maximale (en intensité) finie qui peut étre déterminée
par un calcul élastoplastique.

=

L'état asymptotique(t = +o) correspond &P = 0, doncF =0
dans la zone plastique € [1,y.[ et F < 0 dans la zone élastique
P €]Yeo, 00

Dans la zone élastiquen asf = 0, et donc, d’aprés)j et le fait que

S = 0 pourp = +o0 on obtient :

S (P, +00) = A(+2)p

Le critere estF = —(3/2)pSp — oy = (3/2)A./p — 0y. Or, pour
P = Y=, On aF =0, donc :A, = (2/3)0yYw. D00 :

Sip € [Yeo, +[ 1 S(Pp,+) = (2/3)0yYe /P
Dans la zone plastiqy®n aF = 0, donc, comm& (1, +o) =P:
S =—(2/3)0yIn(p) +P
Ainsi :
sl pe(LYe] @ S(p,+2)=(2/3)0yIn(p) +P

La continuité de la contrainte radiale (équilibre) @a- y» conduit
a:
Dou:

Yo = eXp(P/(20y/3) — 1)
Connaissanty. (donc A.) et connaissants, les relations &)
et (9) fournissent les déformationsy et €. En particulier la
fermeture de la cavité (méme au bout d'un temps infini) reste
bornée par la valeur ainsi trouvée en tant que solution d’'un simple
probléme d’élastoplasticité. Cependant, ces résultats ne peuvent pas
étre utilisés pour un “liquide visqueux" (cohésion nulle) car en
faisant tendreoy vers zéro on obtienyg — o,y, — ©, et§ =P
(incompatible avec la condition a la limi®(p = +) = 0) et de
plusA., — oo conduit & des déformations infinies.



